Tema 1- Sayilar ve Nicelikler (1)

KONU ANLATIMI - CEVAPLI

Asal Sayilar ve Asal Carpanlar

Kazanimlar: MAT.6.1.3. Bir dogal sayinin asal olma durumunu ve asal ¢carpanlarini ¢ézliimleyebilme

© Buse Hoca - Matematik Sinifim (busehoca.com). Bu belge CC BY-NC 4.0 lisanslidir: ticari olmayan amaclarla, kaynak gdsterilerek
cogaltilabilir ve paylasilabilir.

§ Asal Sayilar

Tam olarak iki farkli dogal sayi ¢carpani olan sayilara asal sayi denir. Bir asal sayinin
carpanlari yalnizca 1 ve kendisidir.

D 17 sayisini kalansiz bélen sayilari arayalim: 2, 3, 4, ... denemelerinin higbiri
kalansiz bélmez. Yalnizca 1 ve 17 béler. Iki farkli carpani oldugdu icin 17 asaldir.
15 sayisiise 1, 3, 5 ve 15 ile bolunur. D6rt carpani oldugundan asal degildir.

Tanimdaki "tam olarak iki farklu" ifadesi iki 6zel durumu birden aciklar:
» Tasal degildir. 1'in "1"i ile "kendisi" ayni sayi oldugu i¢in 1'in yalnizca tek bir ¢carpani vardir.
e 2 asaldir ve en klcuk asal sayidir. Carpanlari 1 ve 2'dir; tam olarak iki farkli carpan.

2'den baska cift asal say1 yoktur. Clinkiu 2'den blyiik bir cift sayl 2'ye de kalansiz
bolundr; bu durumda carpanlari arasinda 1, 2 ve kendisi bulunur, yani en az Ui¢ ¢carpani
olur ve asal olamaz. Bu ylizden 2'den bliylik buitiin asal sayilar tektir.

Sik yapilan hata: Yukaridaki cimleyi ters ¢cevirmek. "2'den blylk her asal tektir"
dogrudur; ama "tek olan her sayi asaldir" yanustir. Karsi érnekler: 9 =3 x 3,15 =3
x 5,21=3x7 25 =5 x5, Hepsi tektir, hi¢cbiri asal degildir.
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§ Eratosthenes Kalburu

6. Sinif Matematik

Belirli bir saylya kadar olan asal sayilari bulmanin en pratik
yolu Eratosthenes Kalburu'dur. Yontem, asal olmayanlari
eleyip geriye asallari birakir:

1. adim: 1 sayisi asal olmadigi icin karalanir.

2.adim: 2 yuvarlak i¢gine alinir, 2'nin 2'den blyiik butiin
katlar karalanir.

3. adim: Karalanmamis siradaki sayi olan 3 yuvarlak icine
alinir, 3'tin katlari karalanur.

4. adim: Ayniislem 5 ve 7 icin sUrduraldr.

5. adim: Geriye kalan bitln sayilar asaldir.

Tabloda 100'den ku¢iik 25 asal sayi oldugu goralur:
2,3,5,7,11,13,17,19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47,53, 59, 61,
67,71,73,79, 83, 89, 97

Bunlardan ilk dordii (2, 3, 5, 7) tek basamakl asallardir. Iki
basamakli en kl¢uk asal 11, en blyUk asal 97'dir.
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Eratosthenes Kalburu ile 1'den 100'e
kadar olan asal sayilar. Yuvarlak icine
alinanlar asal, lizeri gizilenler elenen
sayllardir. 1'den 100'e kadar 25 asal
saylI vardir.

Kalburda neden 7'den sonra durulur? Elemeden sonra kalan ilk say1 11'dir ve 11 x 11 = 121
> 100'diir. 11'in 100'den kiclik katlari (22, 33, 44, ...) 2 ve 3 elenirken zaten karalanmisti.
Genel kural: bir sayiya kadar eleme yapilirken, kendisiyle carpimi o sayiyi gecen ilk asala

gelindiginde is bitmistir.

Ayni kural tek bir sayinin asal olup olmadigini test etmek icin de kullanilir. Sayiyi sirayla 2, 3, 5,
7,1, ... asallarina bolmeyi deneriz; kendisiyle carpimi saylyi gecen ilk asala gelindiginde

hicbiri bolmediyse sayi asaldir.

97icin: 2 x, 3 x, 5 x, 7 x. Siradaki asal 11'dir ama 11 x 11 = 121 > 97. Oyleyse 97 asaldir.
91igin: 2 x, 3 x, 5 x, ama 7 x 13 =91 v. Oyleyse 91 asal degildir.

Sayi1 | Carpanlan | Carpan Sayisi Asalmi?
1 1 1 Hayir (iki farkli carpani yok)
2 1,2 Evet (tek cift asal)
9 1,3,9 Hayir (9 = 3 x 3)
29 1,29 Evet

51 1,3, 17, 51
91 1,713, 9
97 1, 97
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Sik yapilan hata: Asallik testini gok erken birakmak. 51, 87 ve 91 gibi sayilar 2'ye
bolinmedigi icin hemen "asal" sanilir. Oysa 51 ve 87 sayilarinin rakamlari toplami
3'lin katidir (3'e bollndrler); 91ise 7'ye bollndr. Bir saylyi asal ilan etmeden 6nce en
az 2, 3,5 ve 7 denenmelidir.

-

8 Asal Carpanlar

Bir dogal sayinin ¢carpanlarindan asal sayi olanlara o sayinin asal ¢arpani denir.

I 18'in carpanlari: 1, 2, 3, 6, 9, 18. Bunlardan asal olanlar 2 ve 3'tiir. Oyleyse 18'in
asal carpanlari 2 ve 3'tlir. (1 asal degildir; 6, 9 ve 18 de asal degildir.)

1'den biiylik her dogal sayi ya asaldir ya da asal ¢carpanlarinin carpimi biciminde
yazilabilir. Ustelik bu yazilis tek bir bicimdedir: carpanlarin sirasi degdisse de hangi asalin
ka¢ kez kullanildigi hep aynidir. Bu ylzden asal sayilara sayilarin yapi taslari denir.

Bir saylyi asal ¢carpanlarina ayirmanin iki yontemi
vardir.

1) Asal carpan algoritmasi. Sayi yazilir, sagina dikey
bir gizgi ¢izilir. Sayiyi kalansiz bolen en kiigiik asal

saga, bolum alta yazilir. Bélum 1 olana kadar devam
edilir. Sag sutundaki bitun sayilar asal ¢arpanlardir.

60 icin:

60 +2 =30
30+2=15
15+3=5
5+5=1

60=2%x2%x3x%x5
. . o 60 sayisinin carpan agaci. Pembe daireler asal
2) Carpan agaci. Say! en Uste yazilr, altina iki carpanlari gésterir. En altta kalan asal

carpani yazilir. Asal olan ¢arpanin alti bos birakilir; carpanlar carpilirsa 60 elde edilir: 60 = 2 x 2 x
asal olmayan carpan yeniden iki carpana ayrilir. En 3% 3.
altta yalnizca asal sayilar kalinca islem biter.

Iki yéntem ayni sonucu verir: 60 = 2 x 2 x 3 x 5. AJacta hangi ¢carpan ciftinden baslarsaniz
baslayin (60 = 2 x 30 ya da 60 = 6 x 10) en altta hep ayni asal carpanlar kalrr. Bu, asal
carpanlara ayirmanin tek bicimde olmasinin sonucudur.
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Sayl | Asal Carpanlarinin Garpimi | Farkli Asal Carpanlari | Farkl Asal Carpan Sayisi

20 2x2x5 2ve5 2
42 2x3x7 2,3ve?7 3
81 3x3x3x%x3 3 1
125 5x5x%x5 5 1
150 2x3x5x5 2,3ve5 3
300 2x2x3x%x5x%x5 2,3ve5 3

Sik yapilan iki hata: (1) Algoritmada bdlen olarak asal olmayan bir sayi kullanmak.
"90 + 9 = 10" yazmak hatalidir; 9 asal degildir, yerine iki kez 3 kullanitmalidir.
Carpimin sonucu dodru ciksa bile cevap asal carpan ¢oziimlemesi sayilmaz. (2)
"Farkli asal carpan sayisI" ile "¢carpimdaki asal ¢carpan sayisi"ni karistirmak. 300 = 2
x 2 x 3 x 5 x 5 carpiminda bes asal carpan yazilidir ama bunlarin yalnizca uci
birbirinden farkldir (2, 3, 5).

8 Asal Carpanlarla Boliinebilme ve Dikdortgen Modeli

Bir sayinin asal ¢arpan ¢arpimi elinizdeyse, o sayinin hangi sayilara tam bollindiigiinii bolme
yapmadan gorebilirsiniz. Kural sudur: bélenin asal carpanlarinin hepsi, sayinin ¢carpiminda
yeterli sayida bulunmalidir.

450=2x3x3x5x5icin:

e 9'a bollinlir mii? 9 = 3 x 3; carpimda iki tane 3 var v bolundr

e 10'a boluniur mii? 10 = 2 x 5; carpimda hem 2 hem 5 var v bolundr

e 4'e bollinlir mi? 4 = 2 x 2; carpimda yalnizca bir tane 2 var x bollinmez

Goraldugu gibi bir asal carpanin carpimda bulunmasi yetmez, ka¢ kez bulundugu da énemlidir.

Asal carpanlar dikdértgen modeliyle de dusUnulebilir. Alani verilen ve kenar uzunluklari birer
dogal sayi olan dikddrtgenin kenarlari, alanin bir carpan giftidir. Kenarlarin ikisinin de asal
olmasi isteniyorsa, alanin tam olarak iki asalin ¢arpimi biciminde yazilabilmesi gerekir.

3 birim

7 birim

Alani 21 birim kare olan dikdortgen. 21 = 3 x 7 oldugundan kenar uzunluklarinin ikisi de asaldir.
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Sik yapilan hata: Alani asal olan bir dikdortgende "kenarlarin ikisi de asal olsun"
istemek. Alan asalsa (6rnegin 23) tek carpan cifti 1 x 23'tlr ve 1 asal degildir. Boyle
bir dikdortgen ¢izilemez. Kenarlarin ikisinin de asal olabilmesi icin alan, iki asalin
carpimiolmalidir: 6 =2 x 3,10 =2x5,21=3 % 7,35 =5 x 7 gibi.

-

§ Etkinlikler

Asagidaki ifadelerden dogru olanlarin yanina "D", yanlis olanlarin yanina
"Y" yaziniz.

a) Y En kiiclik asal sayi 1'dir.

b) D Asal sayilarin tam olarak iki farkli garpani vardir.

c) D Cift olan yalnizca bir tane asal sayi vardir.

d) Y Tek olan her dogal sayi asaldir.

e) D Bir basamakli asal sayilar dort tanedir.

f) Y Iki asal sayinin toplami her zaman cift bir dogal sayidir.

g) Y 91 sayisi asaldir.

h) D Bir dogal sayinin asal ¢arpanlari, o sayinin ¢arpanlari arasindan asal olanlardir.
1) Y Asal ¢arpan algoritmasinda bolen olarak asal olmayan sayilar da kullanilabilir.
i) D Bir sayinin asal ¢carpanlarina ayrilisi tek bir bigimdedir.

)] D Bir asal sayinin asal carpani yalnizca kendisidir.

K) D 1'den buylk her dogal sayi ya asaldir ya da asal ¢carpanlarinin ¢arpimi bigiminde
~=- yazilabilir.
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6. Sinif Matematik

p
Asagidaki tabloda bos birakilan yerleri doldurunuz.

~N

Sayl | Asal Carpanlarinin Carpimi | Farkli Asal Carpanlari | En Biiyiik Asal Carpani
24 2x2x%x2x3 2ve3 3

45 3x3x5 3ve5 5

70 2x5x%x7 2,5ve7 7

100 2x2x5x%x5 2veb5 5

132 2x2x3x1 2,3ven 1

189 3x3x3x7 3ve?7 7

286 2x11%x13 2,1MMve13 13

~
ETKINLiK 3

a) 39 Asaldegil>3+9=12,3'e
béliiniir: 39 =3 x 13

c) 49 Asaldegil>49=7x7
e) 77 Asaldegil > 77=7x11
g) 83 ASAL - 2, 3,5,7 bolmez; 11x11=

121 > 83, denemeler biter

1) 133 Asaldegil >133=7x19

Asagidaki sayilarin asal olup olmadigini belirleyiniz. Asal degilse 1ve
kendisi disinda bir carpanini yaziniz.

b)

d)

f)

h)

43 ASAL - tek (2b6lmez), 4 +3=7(3
b6lmez), birler basamagi 3 (5 bélmez),
7x6=42ve7 x7 =49 (7 bolmez). 7 x
7 = 49 > 43 oldugundan denemeler
biter.

59 ASAL > 2,3,5,7bolmez; 11x 11 =
121> 59, denemeler biter

81 Asal degil > 8 +1=19, 9'a bolliniir:
81=3x27

11 Asaldegil>1+1+1=3,3'e
boliliniir: 111 =3 x 37

143 Asal degil > 143 =11x%x13

Asagidaki sorulari ¢éziiniiz.

a) 20 ile 40 arasindaki (20 ve 40 haric) asal sayilari yaziniz. Kag tanedir? 23, 29, 31,37 =

4 tane

b) 50 ile 60 arasindaki asal sayilarin toplami kactir? 53 ve 59 asaldir - 53 + 59 =112
c) 1Iki basamakli en kiiciik ve en biiyiik asal sayilar hangileridir? En kiiciik 11, en biiyiik 97

d) Iki basamakl 6M sayisi asal olduguna gére M yerine hangi rakamlar yazilabilir? 61 v,
67 v asal; 60, 62, 64, 66, 68 cift, 63 ve 69 3'e bollinlir, 65 5'e bolunur > W =1veya 7

e) Toplami 24 olan biitiin asal sayi giftlerini yaziniz. 5+ 19,7 +17, 11 + 13 = lc cift (2 + 22,

3 + 21, 13 + 11 tekrari elenir)

f) 126 sayisinin bitlin asal ¢carpanlarinin toplami kagtir? 126 =2x3x3x7>2+3+3 +

7=15

devami >
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Asagidaki sorular ¢oziiniiz. (devam)

)]

h)

126 sayisinin farkli asal carpanlarinin toplami kactir? f sikkindan neden farkli ¢ikti? 2 + 3
+ 7 =12. Farkl ¢ikti clinkii 3 carpimda iki kez geciyor; burada bir kez sayildi.

Asal ¢arpanlarinin carpimi bigiminde yazilisi 2 x 3 x 3 x 5 olan sayi kactir? 2x 9 x5 =
920

Santimetre cinsinden kenar uzunluklarinin ikisi de asal sayi ve alani 33 cm? olan bir
dikdortgenin kenar uzunluklari kactir? 33 = 3 x 11; ikisi de asal - kenarlar 3 cm ve 11
cm

Alani 23 cm? olan ve kenar uzunluklarinin ikisi de asal olan bir dikdortgen cizilebilir mi?
Cizilemez. 23 asaldir, tek carpan cifti 1 x 23'tlir ve 1 asal degildir.

-

Asagidaki kosullari saglayan birer sayi yazip seciminizi gerekcelendiriniz.

a)

b)

c)

d)

e)

f)

Her maddede birden ¢cok dogru cevap vardir.

Farkli asal carpanlari yalnizca 2 ve 5 olan iki basamakli bir sayl. Ornegin 40 =2 x 2 x 2
x 5 (20, 50, 80 de olur)

Tek bir asal carpani olan iki basamakli bir sayl. Ornegin 32 =2x2 x 2 x 2 x 2 (16, 25,
27,49, 64, 81de olur)

Asal ¢arpanlarinin carpimi bigiminde yazilisi dort asal ¢carpandan olusan bir
sayl. Ornegin24 =2x 2 x 2 x 3 (36, 40, 54, 56, 60, 84 de olur)

Hem kendisi hem rakamlari toplami asal olan iki basamakl bir sayl. Ornegin 23 (2 + 3 =
5 asal). 29, 41, 43, 47, 61, 67, 83, 89 da olur.

"Tek olan her sayi asaldir." ifadesini ciiriiten bir karsi érnek. Ornegin 9 = 3 x 3 (15, 21,
25, 27,33, 35 de olur)

"Tki asal sayinin toplami her zaman cifttir." ifadesini ¢lriiten bir karsi 6rnek. Ornegin 2
+ 3 =5 (tek). Biri 2 oldugu siirece toplam tek cikar: 2+7=9,2 +11=13.

§ Konu Ozeti

Asal sayi, tam olarak iki farkli carpani olan sayidir; carpanlari 1 ve kendisidir. 1asal

degildir (tek carpani var), 2 en kuiglik asaldir ve tek ¢ift asaldir; 2'den buylk butin
asallar tektir — ama tek olan her sayi asal degildir. Eratosthenes Kalburu ile 100'e
kadar 25 asal bulunur. Bir sayinin asalligini test ederken, kendisiyle carpimi sayiyi
gecen ilk asala kadar denenir; 51, 87 ve 91 gibi sayilar tam bu yuzden yanlislikla
asal sanilir. Asal carpan, bir sayinin asal olan ¢arpanidir. 1'den blyUk her sayi ya
asaldir ya da asal ¢carpanlarinin ¢carpimi biciminde tek bir sekilde yazilabilir; bu
yazilis asal ¢carpan algoritmasi ya da carpan agaci ile bulunur. Algoritmada bolen
olarak yalnizca asal sayilar kullanilir. Asal carpan carpimina bakarak boélinebilme
karari verilebilir: bolenin asal carpanlarinin hepsi, yeterli sayida bulunmalidir.
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