Tema 1- Sayilar ve Nicelikler

COZUMLER

Aralarinda Asal Sayilar

© Buse Hoca - Matematik Sinifim (busehoca.com). Bu belge CC BY-NC 4.0 lisanslidir: ticari olmayan amaclarla, kaynak gdsterilerek
cogaltilabilir ve paylasilabilir.

1. Boliim Soru1-5

n Bir eslestirme oyununda sayi ¢iftleri yazili kartlar bulunmaktadir:

I.(9,16) II. (14,21) IIL (25,26) IV. (12, 35)
V. (18, 27) VI. (11, 44) VIL (8,9) VIIL (15, 28)

a) Kartlari aralarinda asal olanlar ve olmayanlar biciminde iki gruba ayiriniz. Her ¢ift icin asal
carpanlari yaziniz.

b) Aralarinda asal olmayan ciftlerin EBOB'larini bulunuz.

c) Aralarinda asal olan ciftlerin icinde, iki sayisi da asal olan bir ¢ift var midir? Sonucu
yorumlayiniz.

¢ a) Her cifti asal carpanlarina ayirip ortak asal arayalim:

ARALARINDA ASAL:

 I.(9,16) > 3% ve 2* - ortak asal yok v

o ITI. (25, 26) »> 5% ve 2 - 13 - ortak yok v (ayrica ardisik sayilar)
«IV.(12,35) > 2?>-3ve 57 - ortak yok v

 VII. (8, 9) »> 23 ve 3% > ortak yok v (ardisik sayilar)

e VIII. (15, 28) > 3 - 5ve 227 - ortak yok v

ARALARINDA ASAL DEGIL:
«I1.(14,21) > 2-7ve 3 -7 > ortak asal 7 x
e V.(18,27) > 2-32%ve 3% > ortak asal 3 x
e VI. (11, 44) > M ve 2% - 11 - ortak asal 11 x
¢ b) Ortak asal carpanlarin en kiiclk kuvvetlerinin carpimi alinir:
EBOB(14,21) =7
EBOB(18, 27) = 32 =9 (3'lin kuvvetleri 2 ve 3; kiicugu 32)
EBOB(11,44) =1
Hepsi 1'den buyuk v Bu, ayrimin dogru yapildigini denetler.
¢ c) Hayir, boyle bir cift yoktur.

Aralarinda asal olan bes c¢ifte bakalim:
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Cozlimler - Aralarinda Asal Sayilar 8. Sinif Matematik

n (c6zlimin devami)

(9, 16) - ikisi de bilesik | (25, 26) - ikisi de bilesik | (12, 35) - ikisi de bilesik | (8, 9)
- ikisi de bilesik | (15, 28) - ikisi de bilesik

Yorum: Bes ciftin hi¢cbirinde asal say! yok, buna ragmen hepsi aralarinda asal. Bu,
aralarinda asal olmakla asal olmanin birbirinden bagimsiz oldugunu gosterir.

Tersine, VI. ciftte 11 asaldir ama 44 = 22 - 11 oldudu icin aralarinda asal degildirler. Yani
bir sayinin asal olmasi da tek basina yetmez.

v Dogru Sonug: a) Aralarinda asal: I, III, IV, VII, VIII — Degil: II, V, VI b) EBOB'lar:
7, 9, 11 c) Hayir; hepsi bilesik oldugu halde aralarinda asaldir

Bir okul dolabinin sifresi su kuralla belirlenmistir: 1ile 20 ite aratarinda asal olan sayilar (1-40)
40 arasindaki sayilardan 20 ile aralarinda asal olanlar 4|5 |6
secilecektir. Sekilde bu sayilar yuvarlak i¢cine alinmistir.

8 10
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a) Sifreye kac sayi girmektedir? Bu sayilari yaziniz.
b) Secilen sayilarin ortak 6zelligi nedir? 20'yi asal
carpanlarina ayirarak aciklayiniz. Sayilarin birler
basamaginda nasil bir diizen var?

c) Secilen sayilarin hepsi asal midir? Degilse asal
olmayanlari yazip durumu yorumlayiniz.
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e a) Yuvarlak icine alinan sayilar:
1,3,7,9,1,13,17,19, 21, 23, 27, 29, 31, 33, 37, 39
Sayalim: 16 sayi sifreye girmektedir.

e b) 20 = 22 5 olduguna gore 20'nin asal carpanlari 2 ve 5'tir.

Bir sayinin 20 ile 1'den baska ortak bdleni olmamasi i¢in, o sayinin ne 2'ye ne de 5'e
bolinmemesi gerekir.

Birler basamagindaki diizen: Bir sayi 2'ye boliinmuyorsa birler basamagi 0, 2, 4, 6, 8
olamaz; 5'e bolunmuyorsa O ya da 5 olamaz. Geriye yalnizca dort rakam kalir:

1,3,7ve9

Gercekten de secilen bltin sayilarin birler basamagi bu dort rakamdan biridir v

Her onluk aralikta tam 4 sayi segilir; 40 sayiigin 4 - 4 =16 v (a) sikkiyla uyusuyor.

Not: 20'de 2 carpani iki kez (22) bulunsa da kural degismez; 6nemli olan hangi asallarin
bulundugudur, kuvvetleri degil.
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Cozlimler - Aralarinda Asal Sayilar 8. Sinif Matematik

a (cozlimdiin devami)

¢ c) Hayir, hepsi asal degildir.
Asal olmayanlar:
» 1 = asal degildir (yalnizca bir boleni vardir)
«9=32-21=3-7-27=3%-33=3-11 - 39 =3-13 - hepsi bilesik
Asal olanlar: 3, 7, 11, 13, 17,19, 23, 29, 31, 37 - 10 tane
Asal olmayanlar: 1, 9, 21, 27, 33, 39 - 6 tane (toplam 16 v)

Yorum: Bilesik olanlarin hepsinde 3 asal ¢arpani var; ama 3, 20'nin asal ¢carpanlari olan
2 ve 5'ten farkli oldugu icin aralarinda asalligi bozmaz.

Bu soru, "aralarinda asal" ile "asal" kavramlarinin neden karistirilmamasi gerektiginin
somut bir érnegidir: listede asal olmayan 6 sayi var ve hepsi kosulu sagliyor.

v Dogru Sonug: a) 16 sayi b) Ne 2'ye ne 5'e béliinenler (20 = 22 - 5); birler basamag
1, 3,7 yada 9 c) Hayir; 1, 9, 21, 27, 33, 39 asal degildir

Bir haritada iki sehir arasindaki kus ugcusu mesafenin, karayolu mesafesine orani 45/60 olarak
verilmistir.

X ile y aralarinda asal pozitif tam sayilar olmak lizere bu oran x/y biciminde yazilacaktir.

a) x ve y degerlerini bulunuz.

b) x + y ve x - y degerlerini hesaplayiniz.

c) EKOK(x, y) kactir?

d) 45 ile 60 sayilari kendi EBOB'larina béliindiigiinde ne elde edilir? Sonucu (a) sikkiyla
karsilastiriniz.

e a) "x ile y aralarinda asaldir" kosulu, x/y kesrinin en sade halde olmas| demektir.
45=3%-5ve 60=2%-3-5
Ortak asallarin kiguk kuvvetleri: 3 ve 5
EBOB(45,60) =3-5=15
Pay ve paydayi 15'e bolelim:
45:15=3 ve 60:15=4
x=3vey=4
Kontrol: 3 = 3 ve 4 = 2% - ortak asal yok v (ayrica ardisik sayilar)
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Cozlimler - Aralarinda Asal Sayilar 8. Sinif Matematik

a (cozlimdiin devami)
e b)x+y=3+4=7
X-y=3-4=12
e ¢) xile y aralarinda asal olduguna gore EKOK, carpimlarina esittir:
EKOK(3,4) =3-4 =12
Kontrol: 3'Un katlari 3, 6, 9,12, ... 4'Un katlan 4, 8,12, ... = ilk ortak kat 12 v

Ayrica altin baginti: x -y = EBOB - EKOK > 12 =1-12 v
e d)45:15=3 ve 60:15=4

Elde edilen sayilar (a) sikkinda buldugumuz x ve y'nin ta kendisidir v

Bu bir tesaduf degildir: iki sayl kendi EBOB'larina bolindtglinde geriye aralarinda asal
sayilar kalir. Cunku butun ortak carpanlar EBOB'un iginde toplanmis ve bolmeyle
atilmigtir.

Genel kural: EBOB(A, B) = dise A : dile B : d aralarinda asaldir.

v DogruSonuc:a)x=3,y=4b)x+y=7,x-y=12c)EKOK=12d) 45:15=3 ve 60:
15 = 4, yani x ve y'nin kendisi

n Bir sinifta U¢ iddia ortaya atilmistir:

I. Ela: "Iki sayinin aralarinda asal olabilmesi icin ikisinin de asal olmasi gerekir."
II. Mert: "Farkl iki asal sayi her zaman aralarinda asaldir."
III. Sude: "Bir asal sayi ile herhangi bir dogal sayi her zaman aralarinda asaldir."

a) Ela'nin iddiasi dogru mudur? Dogru degilse karsit 6rnek veriniz.
b) Mert'in iddiasi dogru mudur? Gerekcelendiriniz.
c) Sude'nin iddiasi dogru mudur? Dogru degilse karsit 6rnek veriniz ve iddiayi duizeltiniz.

¢ a) Ela haksizdir.

Aralarinda asal olmak, sayilarin kendi yapisiyla degil, ortak bolenlerinin bulunup
bulunmamasiyla ilgilidir.

Karsit ornek: 8 ile 15
8 = 2% - bilesik | 15 =35 - bilesik
Ortak asal carpanlari yok = aralarinda asaldirlar v
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Cozlimler - Aralarinda Asal Sayilar 8. Sinif Matematik

n (cozlimdiin devami)

Yani ikisi de asal olmadigi halde aralarinda asal olabilirler. Baska karsit 6rnekler: (4, 9),
(16, 25), (8, 9), (12, 35)

e b) Mert hakudir.
p ve q farkl iki asal sayi olsun.
p'nin bélenleri: 1ve p

q'nun bolenleri: 1ve q
p # g olduguna gore iki listede ortak olan tek sayi 1'dir = aralarinda asaldirlar v
Ornekler: (2, 3), (5, 7), (11, 13), (17, 41) — hepsi aralarinda asaldir.

Dikkat: "farkli" kosulu gereklidir. 5 ile 5 ayni sayi oldugu icin EBOB(5, 5) = 5'tir, aralarinda
asal degildirler.

e c) Sude haksizdir.

Asal sayi olan p, karsisindaki sayiy1 boluyorsa ortak bolen olur ve aralarinda asallik
bozulur.

Karsit ornek: 3 ile 9
3 asaldir v ama 9 = 32 oldugu icin 3, 9'u béler.

EBOB(3, 9) = 3 # 1 > aralarinda asal degildirler x
Baska karsit 6rnekler: (5, 20), (7, 63), (11, 44), (2, 8)

Diizeltilmis iddia:

"Bir p asal sayisi ile bir n dogal sayisi, p sayisi n'yi bolmiiyorsa aralarinda asaldir."

Gerekge: p'nin 1 digsindaki tek boleni kendisidir. O halde ortak bdlen olabilecek tek aday
p'dir; p, n'yi bolmuyorsa geriye yalnizca 1 kalir.

v Dogru Sonug: a) Ela yanus; 8 ile 15 b) Mert dogru (bolenleri 1 ve kendileri) c) Sude
yanlis; 3ile 9. Dogrusu: "p, n'yi bolmiiyorsa aralarinda asaldir"
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Cozlimler - Aralarinda Asal Sayilar 8. Sinif Matematik

a Soru: x ile y aralarinda asal pozitif tam sayilardir ve x/y = 42/56'dir. x + y kactir?

Bir 6grenci soyle ¢cozmustir:
"X/y = 42/56 verilmis. O hdlde x = 42 ve y = 56'dlr.
X+y=42+56 =98'dir."

a) Ogrencinin hatasi nedir?

b) EBOB(42, 56) degerini bulunuz ve kesri en sade haline getiriniz.

c) Dogru cevabi bulunuz.

d) Ogrencinin sectigi x = 42 ve y = 56 degerlerinin sorudaki kosulu neden saglamadigini
gosteriniz.

o a) Ogrenci, x/y = 42/56 esitliginden dogrudan x = 42 ve y = 56 sonucunu ¢ikarmis; ama
sorudaki "x ile y aralarinda asaldir" kosulunu hi¢ kullanmamistir.

Bir oran sonsuz coklukta say ciftiyle yazilabilir: 42/56 = 21/28 = 6/8 = 3/4 ... Bunlarin
hepsi ayni orani verir. "Aralarinda asal" kosulu, bu sonsuz secenek arasindan tek birini
secmek icin konulmustur: en sade hal.

e b)42=2-3-7 ve 56=23-7
Ortak asallar 2 ve 7; kuicuk kuvvetleri alinir:

EBOB(42,56)=2-7=14

Pay ve paydayi 14'e bolelim:
42:14=3 ve 56:14 =4

42/56 = 3/4
Kontrol: 3 ile 4 ardisik sayilardir, yani aralarinda asaldirlar v
e c)x=3vey=4
X+y=3+4=7
Ogrencinin buldugu 98 ile dogru cevap 7 arasinda biiyiik fark vardir; ciinki égrenci
sayilarin 14 katini kullanmistir (98 = 7 - 14).
o d) Ogrencinin sectigi degerleri kosula sokalim:

EBOB(42, 56) = 14

Aralarinda asal olmak EBOB = 1 demektir. Burada EBOB 14 ¢ikiyor, yani 42 ile 56'nin
1'den baska ortak bolenleri (2, 7, 14) vardir.

Demek ki x = 42 ve y = 56 c¢ifti, sorudaki kosulu saglamiyor ve gecerli bir cevap degil.

Kural: Bir soruda "aralarinda asal" ifadesini gérdugun anda kesri sadelestir;
sadelesmemis hal her zaman yanlis cevap verir.
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Cozlimler - Aralarinda Asal Sayilar 8. Sinif Matematik

a (cozlimdiin devami)

v Dogru Sonug: a) "Aralarinda asal" kosulunu kullanmamis, sadelestirmemis b)
EBOB =14, kesir 3/4c) x +y =7 d) EBOB(42,56) =14 #1

2.Boliim Soru 6-10

a x ile y aralarinda asal pozitif tam sayilardir ve x - y = 60'tir. (x < y kabul ediniz.)

a) Kosulu saglayan biutiin (x, y) ciftlerini bulunuz.

b) x + y en kiiclik kactir?

c) x + y en buyiik kactir?

d) Cift sayisini, 60'in farkli asal ¢carpan sayisindan hesaplayarak dogrulayiniz.

« a) Once 60'In biitiin ¢carpan ciftlerini yazalim (x < y):

1-60 -2-30-3-20-4-15:-5-12-6-10

Simdi her ciftin ortak asal ¢arpanina bakalim:
* 1ve 60 - 1ile her sayi aralarinda asaldir v
e 2 ve 30 - ikisi de ¢ift > ortak asal 2 x

e 3ve20 > 3ile 2*>- 5 > ortak yok v

e 4ve15 > 2%ile 3 -5 - ortak yok v
e5ve12 > 5ile 2% 3 > ortak yok v

» 6 ve 10 - ikisi de ¢ift > ortak asal 2 x

Kosulu saglayanlar: (1, 60), (3, 20), (4, 15), (5, 12) - 4 cift
e b) Toplamlar:
1+60=61-3+20=23 -4+15=19 - 5+12=17

X +yenkiglik =17 (x =5,y =12)

Beklenen sonuc: carpanlar birbirine yaklastik¢ca toplam kucdulir. 60'in birbirine en yakin
cifti 6 ve 10'dur ama onlar aralarinda asal olmadigi icin elenmis, bir sonraki en yakin ¢ift
secilmistir.

e c) Ayni listeden en bliyilk toplam 61'dir (x =1, y = 60)
1ile herhangi bir sayl her zaman aralarinda asal oldugundan, bu cift hicbir zaman

elenmez. Bu yuzden bu tip sorularda en buyuk toplam her zaman 1 + (¢arpimin
kendisi)'dir.

e d) 60"l asal carpanlarina ayiralim:
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8. Sinif - Aralarinda Asal Sayilar - Matematik Sinifim - busehoca.com Sayfa7/20



Cozlimler - Aralarinda Asal Sayilar 8. Sinif Matematik

a (c6zlimin devami)

60 = 22-3 -5 > 3 farkl asal carpani var (2, 3, 5)

Aralarinda asal bir ciftte her asalin biitiin kuvveti tek bir tarafa gitmelidir; bolinemez.
Her asal icin 2 secenek vardir (x'e ya da y'ye):

2-2-2=8dagitim

x ile y'nin yerleri degistirilince ayni ¢ift tekrarlandigindan:

8:2 = Agift v

(a) sikkinda elle buldugumuz sayiyla uyusuyor. Ornegin (4, 15) ciftinde 22 tamamen x'e,
3 ve 5 tamamen y'ye gitmistir.

v Dogru Sonug: a) (1, 60), (3, 20), (4,15),(5,12) b)17¢c) 61d) 60=2%2-3:-5>2%:2 =
4 cift v

Asagidaki tabloda dort sayi ¢ifti icin EBOB ve EKOK degerleri verilmistir:

Cift A B EBOB EKOK
1 9 16 1 144
2 12 18 6 36
3 7 30 1 210
4 20 24 4 120

a) Hangi ciftler aralarinda asaldir? Nasil anladiginizi yaziniz.
b) Aralarinda asal olan ciftlerde EKOK ile A - B arasinda nasil bir iliski vardir? Hesaplayarak
gosteriniz.
c) 2. ve 4. ciftte EKOK neden A - B'den kug¢uiktir?
d) Her satirda A - B = EBOB - EKOK esitliginin saglandigini kontrol ediniz.
¢ a) Aralarinda asal olmanin él¢utli EBOB = 1'dir. Tablodan dogrudan okunur:
1. ¢ift (9, 16) »> EBOB = 1 v aralarinda asal

3. cift (7, 30) > EBOB = 1 v aralarinda asal

2. cift (EBOB = 6) ve 4. cift (EBOB = 4) aralarinda asal degildir.

devami >

8. Sinif - Aralarinda Asal Sayilar - Matematik Sinifim - busehoca.com Sayfa8/20



Cozlimler - Aralarinda Asal Sayilar 8. Sinif Matematik

(c6zlimiin devami)

Dogrulama: 9 = 3% ve 16 = 2* - ortak asal yok v - 7 asaldir ve 30 = 2 - 3 - 5'i b6lmez v

e b) Aralarinda asal ciftlerde EKOK = A - B'dir:

1. cift: A- B =9 -16 = 144 - tablodaki EKOK da 144 v
3.¢ift: A- B =7-30 =210 - tablodaki EKOK da 210 v

Nedeni altin bagintidir: A - B = EBOB - EKOK. EBOB = 1 oldugunda A - B =1- EKOK =
EKOK olur.

e c) Altin bagintiyl EKOK icin dizenleyelim:
EKOK = (A - B) : EBOB

2.¢ciftt A-B=12-18 =216 > EKOK =216 : 6 = 36 v
4.cift: A-B=20-24 =480 > EKOK=480:4=120 v

EBOB 1'den buyuk oldugunda ¢arpim bir saylya bolindugu icin kaigtilir. EBOB ne kadar
blyukse EKOK, ¢carpimdan o kadar uzaklasir.

Sezgisel agiklama: ortak ¢carpanlar EKOK'ta iki kez sayilmaz; bu ytizden EKOK
carpimdan klcuk kalir.
e d) Satir satir kontrol:
1.9-16 =144 | 1-144 =144 v
2.12-18=216 | 636 =216 v
3.7-30=210 | 1-210 =210 v
4.20-24 =480 | 4-120 =480 v

Dort satirda da esitlik saglaniyor. Bu baginti her dogal sayi cifti icin gegerlidir ve
sonuclari denetlemenin en hizli yoludur.

v Dogru Sonucg: a) 1. ve 3. cift (EBOB =1) b) EKOK = A - B (144 ve 210) c) EKOK = A‘B :
EBOB, EBOB > 1 oldugu icin kiiculiir d) Dort satirda da saglaniyor
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Cozlimler - Aralarinda Asal Sayilar 8. Sinif Matematik

a Bir ogrenci soyle bir akil yuritme yapmistir:

"Ardisik sayilar aralarinda asaldir. 14 ile 16 ardisik ¢ift sayilardir. O hdlde 14 ile 16 aralarinda
asaldir."

a) Ogrencinin akil yiiriitmesindeki hata nedir?

b) 14 ile 16 gercekten aralarinda asal midir? Asal ¢carpanlarina ayirarak gosteriniz.
c) Kural hangi durumlarda gecerlidir? Ikisine de birer 6rnek veriniz.

d) 14 sayisiile 15, 16 ve 21 sayilarinin EBOB'larini bulup karsilastiriniz.

e a) Iki ayr hata ic ice gecmis:

1. 14 ile 16 ardisik sayi1 degildir; aralarinda 15 vardir. Bunlar ardisik ¢ift sayilardir ve
aradaki fark 1 degil 2'dir.

2. Kural ardisik dogal sayilar (farki 1 olanlar) ve ardisik tek sayilar icin gecerlidir; ardisik
cift sayilar icin gecerli degildir. Tam tersine, ardisik ¢ift sayilar hicbir zaman aralarinda
asal olamaz.

¢ b) Hayir, aralarinda asal degildirler.
14=2-7 ve 16 = 2*
Her ikisinde de 2 asal ¢arpani var - ortak asal ¢arpan var - aralarinda asal degil x
EBOB(14, 16) = 2
Genel kural: iki say! da giftse 2 her ikisini de boler; bu ylzden ardisik ¢ift sayilar asla

aralarinda asal olamaz.

¢ c) Kural iki durumda gecerlidir:

1. Ardisik dogal sayilar (farki 1):

Ornek: 14ile15 > 2 - 7 ve 3 - 5 - ortak asal yok v

Neden: Ortak bir bolen d, iki sayiyl da bolseydi farklarini da bolerdi. Fark 1 olduguna gore
d = 1'dir.

2. Ardisik tek sayilar (farki 2, ikisi de tek):

Ornek: 13ile 15 - 13 asal ve 15 = 3 - 5 > ortak asal yok v

Neden: Ortak bélen d, farki olan 2'yi de bélmelidir - d = 1ya da d = 2. Ikisi de tek
olduguicind = 2 olamaz »> d = 1.

o d) Uc karsilastirma:
EBOB(14,15) > 2 - 7 ve 3 -5 - ortak yok - 1 v aralarinda asal
EBOB(14,16) -> 2 - 7 ve 2* > ortak asal 2 - 2 x
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Cozlimler - Aralarinda Asal Sayilar 8. Sinif Matematik

a (cozlimdiin devami)

EBOB(14,21) > 2-7ve 3-7 > ortakasal 7 > 7 x

Karsilastirma: Ayni sayi (14), farkina ya da biyikligine bakilmaksizin bazi sayilarla
aralarinda asal, bazilariyla dedildir. Belirleyici olan tek sey ortak asal carpanin bulunup
bulunmamasidir.

v Dogru Sonug: a) 14 ile 16 ardisik degil, ardisik ¢ift; kural onlara uygulanmaz b)
Hayir; ortak asal 2, EBOB = 2 c) Ardisik dogal (14, 15) ve ardisik tek (13,15) d) 1,2 ve 7

a A bir rakam olmak Uzere iki basamakli 4A sayisi ile 12 sayisi aralarinda asaldir.

a) A yerine yazilabilecek rakamlari bulunuz.

b) Bu rakamlarin toplami kactir?

c) Buldugunuz 4A sayilarindan hangileri asal sayidir?

d) Asal olmadigi halde 12 ile aralarinda asal olan sayi hangisidir? Bunun nasil miimkiin
oldugunu aciklayiniz.

e a) 12 =22 3 olduguna gore 12'nin asal ¢arpanlari 2 ve 3'tir. 4A sayisinin 12 ile
aralarinda asal olmasi i¢in:
* 4A 2'ye boluinmemeli - tek sayi olmali

e 4A 3'e boliinmemeli - rakamlari toplami 3'ln kati olmamali

40'tan 49'a kadar deneyelim:

40, 42, 44, 46, 48 - Gift x

41 > tek v, 4 +1=5 v = uygun

43 > tek v, 4 + 3 =7 v = uygun

45 > tekama 4 + 5 =9, 3'e bolunur x
47 > tek v, 4 +7 =11 v = uygun

49 > tek v, 4+ 9 =13 v = uygun

Uygun sayilar: 41, 43, 47, 49
A yerine yazilabilecek rakamlar: 1, 3,7, 9
e b)1+3+7+9=20
¢ c¢) Bulunan sayilari asallik bakimindan inceleyelim:
41> 2, 3,5 bdlmez; 7 - 7 = 49 > 41 oldugu icin denemeler biter > ASAL v
43 - ayni bicimde - ASAL v

devami >
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a (cozlimdiin devami)

47 > 2, 3,5 bdlmez; 7-7 = 49 > 47 - ASAL v
49 > 49 =7 -7 > asal DEGIL

Asal olanlar: 41, 43 ve 47 - 3 tane

e d) Asal olmadigi halde kosulu saglayan sayi1 49'dur.

Nasil miimkiin: 49 = 7% olduguna gore 49'un tek asal ¢arpani 7'dir. 12'nin asal
carpanlari ise 2 ve 3'tur.

{7} ile {2, 3} kiimelerinde ortak eleman yok > EBOB(49, 12) = 1 - aralarinda asaldirlar
.

Bu, konunun en énemli ayrimini gosteriyor: bir sayinin kendi icinde asal olup olmamasi
ile, bagka bir sayiyla aralarinda asal olmasi birbirinden bagimsizdir. Onemli olan iki
sayinin asal carpan kiimelerinin kesismemesidir.

v Dogru Sonug: a) A =1, 3,7, 9 (sayilar 41,43, 47, 49) b) 20 c) 41, 43, 47 asaldir d) 49
= 72; asal carpani 7, 12'ninkiler 2 ve 3 — kesismiyor

m Asagdida sekiz sayi cifti verilmistir:

I. (19, 20) II. (35, 37) IIL (24,26) IV. (16, 25)
V. (100,101) VI. (51,53) VIL (18, 20) VIIL. (21, 40)

a) Ciftleri "ardisik dogal sayilar", "ardisik tek sayilar", "ardisik cift sayilar" ve "diger" olmak
Uzere dort gruba ayiriniz.

b) Hangi gruplarda aralarinda asallik kesin olarak soylenebilir? Hangi grupta tek tek
incelemek gerekir?
c) Aralarinda asal olmayan ciftlerin EBOB'larini bulunuz.

¢ a) Gruplandirma:

Ardisik dogal sayilar (farki 1): I (19, 20) - V (100, 101)
Ardisik tek sayilar: II (35, 37) - VI (51, 53)
Ardisik cift sayilar: III (24, 26) - VII (18, 20)
Diger: IV (16, 25) - VIII (21, 40)
¢ b) Kesin olarak soylenebilenler:
 Ardisik dogal sayilar > her zaman aralarinda ASALDIR. (19, 20) v ve (100, 101) v
o Ardisik tek sayilar - her zaman aralarinda ASALDIR. (35, 37) v ve (51, 53) v

devami >

8. Sinif - Aralarinda Asal Sayilar - Matematik Sinifim - busehoca.com Sayfa12/20



Cozlimler - Aralarinda Asal Sayilar 8. Sinif Matematik

m (cozlimdiin devami)

(Not: 51 = 3 - 17 asal degildir, ama 53 asaldir ve 51'i bolmez - aralarinda asaldirlar.)

« Ardisik cift sayilar > her zaman aralarinda asal DEGILDIR. ikisi de cift oldugu icin 2
ortak bolendir.

Tek tek incelenmesi gereken grup: "diger"
 IV. (16, 25) > 2% ile 5% > ortak asal yok - aralarinda asal v

e VIII. (21,40) -> 3 7 ile 23 - 5 - ortak asal yok - aralarinda asal v

Bu gruptaki ciftler de aralarinda asal ciktl; ama bu bir kuraldan degil, hesaptan geliyor.
Ornegin (16, 24) olsaydi EBOB 8 cikard.

c) Aralarinda asal olmayanlar yalnizca ardisik gift gruptakilerdir:

II1.(24,26): 24 =2%-3 ve 26=2-13

Ortak asal yalnizca 2 (en kiclik kuvveti 2') - EBOB = 2

VII.(18,20):18=2-3% ve 20=2%-5

Ortak asal yalnizca 2 - EBOB = 2

Ikisinde de EBOB tam olarak 2 cikti. Bu her ardisik ¢ift sayi ciftinde bdyledir: farklari 2

oldugu icin ortak boélen 2'yi de bdlmeli, yani 1 ya da 2 olabilir; ikisi de ¢ift oldugundan
EBOB = 2'dir.

v Dogru Sonug: a) Ardisik: I, V— Ardisik tek: II, VI — Ardisik ¢ift: ITI, VII — Diger:
IV, VIII b) Ilk iic grup kesin; "diger" incelenmeli c) EBOB(24, 26) = 2 ve EBOB(18,
20)=2

3. Boliim Ssoru 11-15

m A ve B birer dogal sayi olmak Uzere (¢ iddia ortaya atilmistir:

I. "EKOK(A, B) = A - Bise A ile B aralarinda asaldir."
II. "Aile B aralarinda asalsa EBOB(A, B) = 1'dir."
III. "EBOB(A, B) = 1ise A ile B'den en az biri asaldir."

a) L. iddia dogru mudur? Altin bagintiy1 kullanarak gosteriniz.
b) II. iddia dogru mudur? Gerekcelendiriniz.
c) II1. iddia dogru mudur? Dogru degilse iki farkli karsit 6rnek veriniz.

e a)I.iddia DOGRUDUR.
Altin baginti: A - B = EBOB(A, B) - EKOK(A, B)

devami >
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n (c6zlimin devami)

Verilene gore EKOK(A, B) = A - B'dir. Yerine yazalim:
A-B=EBOB- (A-B)

Her iki taraf A - B'ye boltnurse (A - B # 0):
EBOB(A, B) =1

EBOB'un 1 olmasi, aralarinda asal olmanin tanimidir v

Ornek: EKOK(9, 16) = 144 = 9 - 16 > EBOB(9, 16) = 1 v
e b) II. iddia DOGRUDUR.

Aralarinda asal olmak, "1'den baska ortak boleni yoktur" demektir. Ortak bdlenlerin en
blyugu olan EBOB, tek ortak bdlen olan 1'e esit olmak zorundadir:

EBOB(A, B) = 1

Bu aslinda bir teorem degil, tanimin baska bir yazilisidir. Iki ifade birbirinin yerine
kullanilabilir.

Ornek: 8 ile 15 aralarinda asaldir - EBOB(8, 15) = 1 v
e c)III. iddia YANLISTIR.

Aralarinda asal olmak icin asal carpan kiimelerinin kesismemesi yeterlidir; sayilarin
kendilerinin asal olmasi gerekmez.

1. karsit ornek: 8 ile 9

8 = 2% - bilesik | 9 = 32 > bilesik

Ortak asal yok - EBOB(8, 9) = 1 v ama higbiri asal degil x
2. karsit ornek: 16 ile 25

16 = 2% = bilesik | 25 =52 - bilesik

EBOB(16, 25) = 1 v ama ikisi de bilesik x

Baska karsit 6rnekler: (4, 9), (12, 35), (27, 49), (8, 15)

Not: Iddianin tersi de yanlistir: A ile B'den biri asal olsa bile aralarinda asal olmayabilirler
(3 ile 9 gibi). Iki kavram birbirinden tamamen bagimsizdir.

v Dogru Sonug: a) I dogru; A-B = EBOB - (A-B) > EBOB = 1b) II dogru (tanimin
kendisi) c) III yanus; (8, 9) ve (16, 25)
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A ve B pozitif tam sayilardir. EBOB(A, B) = 6 ve EKOK(A, B) = 180 oldugu bilinmektedir. (A < B
kabul ediniz.)

a) A - B carpimini bulunuz.
b) A = 6a ve B = 6b yazildiginda a ile b arasinda hangi kosul bulunmalidir? a - b kagtir?
c) Kosulu saglayan biitiin (A, B) ciftlerini bulunuz.
d) A + B en kiicuik kactir? Buldugunuz ¢ifti EBOB ve EKOK hesabiyla dogrulayiniz.
e a) Altin baginti:
A - B = EBOB(A, B) - EKOK(A, B) = 6 - 180 = 1080

e b) EBOB(A, B) = 6 olduguna gore 6 her iki saylyi da boler. O halde A = 6a ve B = 6b
yazilabilir.

Kosul: a ile b aralarinda asal olmalidir.

Neden? Eger a ile b'nin 1'den buyuk ortak bir boleni olsaydi, bu bélen 6 ile ¢carpilip A ve
B'nin daha biyUk bir ortak boéleni olurdu; o zaman EBOB 6'dan blyUk ¢ikardi. Bu,
verilenle gelisir.

Simdi ¢arpimi yazalim:
A - B =6a-6b =36ab =1080
ab =1080: 36 = 30
e c)a-b=230veaile b aralarinda asal, a < b olacak bigimde ciftleri bulalim.

30 =2-3-5- 3farkliasal > 23: 2 = 4 cift beklenir.
30'un carpan ciftleri:1-30v - 2-15v - 3:10 v - 5-6 v (dordi de aralarinda asal)
Simdi A = 6a ve B = 6b:
ea=1,b=30->A=6,B=180
ea=2,b=15->A=12,B=90
ea=3b=1->A=18,B=60
ea=5b=6->A=30,B=36
Toplam 4 cift v Beklentiyle uyusuyor.

e d) Toplamlar:
6+180=186 - 12+90=102 - 18 +60=78 - 30 + 36 =66
A + B en kiiclik = 66 (A =30,B = 36)
Dogrulama:
30=2-3-5 ve 36=2%-3?

devami >
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a (cozlimdiin devami)

EBOB - ortak asallarin ki¢uk kuvvetleri: 2 -3 =6 v

EKOK - ortak asallarin bliylik kuvvetleri + ortak olmayanlar: 2 -3%-5=4-9-5 =180
v

Altin baginti: 30 - 36 = 1080 ve 6 - 180 = 1080 v

v Dogru Sonuc: a) 1080 b) aile b aralarinda asal, a - b = 30 c) (6, 180), (12, 90), (18,
60), (30, 36) d) 66 (30 ve 36)

Birbirine ge¢mis iki disli carktan biri 24 disli, digeri 35 dislidir. Carklarin birer disi
isaretlenmistir ve baslangicta bu iki isaretli dis karsi karsiyadir. Carklar donmeye baslar.

a) 24 ile 35 aralarinda asal midir? Gosteriniz.

b) Isaretli dislerin tekrar karsi karsiya gelmesi icin kac dis ilerlemek gerekir?

c) Bu sirada her ¢cark kacar tur atmis olur?

d) Disli sayilari 24 ve 36 olsaydi bulusma ne kadar surerdi? Sonucu (b) ile karsilastirip
yorumlayiniz.

e a)24=2%®-3ve 35=5-7

Asal carpan kimeleri {2, 3} ile {5, 7} - ortak eleman yok
- Aralarinda asaldirlar v EBOB(24, 35) =1

o b) Isaretli dislerin tekrar karsilasmasi icin ilerleyen dis sayisi, hem 24'iin hem 35'in kati
olmalidir; en erken bulusma icin en kui¢lik ortak kat aranir - EKOK.

Aralarinda asal olduklari icin EKOK, ¢arpimlarina esittir:

EKOK(24, 35) = 24 - 35 = 840 dis

Yani isaretli disler ancak 840 dis ilerledikten sonra tekrar karsi karsiya gelir.
e c) Her carkin attigi tur sayisi, ilerleyen dis sayisinin kendi dis sayisina boliumudur:
24 disli cark: 840 : 24 = 35 tur
35 disli cark: 840 : 35 = 24 tur
Ilging bir diizen: her cark, digerinin dis sayisi kadar tur atmistir. Bu, aralarinda asal

carklarda her zaman boyledir; cinktd EKOK ¢arpima esittir ve bélme isleminde diger sayi
kalir.

o d) Disli sayilari 24 ve 36 olsaydi:
24 =2%-3 ve 36 =2%-3?
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a (cozlimdiin devami)

Ortak asallar 2 ve 3 - aralarinda asal degiller
EBOB(24, 36) = 22-3 =12
EKOK(24, 36) = 2% - 3% = 72 dis

Tur sayilari: 72 : 24 = 3tur ve 72:36 = 2 tur

Karsilastirma ve yorum:

840 dis yerine yalnizca 72 dis — bulusma ¢ok daha erken gerceklesir.

Nedeni sudur: EKOK = (A - B) : EBOB'tur. Aralarinda asal garklarda EBOB = 1 oldugu i¢in
EKOK carpimin tamamidir ve bulusma en ge¢ gerceklesir. Ortak ¢arpan buyudikge
EKOK kucullr ve bulusma erkene gelir.

Miuhendislikteki karsiligi: Dislilerin ayni dislerinin surekli ayni dislerle karsilagmasi
asinmay! bir noktada toplar. Bunu dnlemek i¢in dis sayilari cogu zaman bilerek
aralarinda asal secilir; boylece asinma butln dislere esit dagilir.

v Dogru Sonuc: a) Evet, {2,3} ile {5,7} kesismiyor b) 840 dis c) 35 ve 24 tur d) 72 dis
— ¢ok daha erken; EBOB = 12 oldugu icin EKOK kiigiiliir

m a ve b birer pozitif tam sayi olmak lizere ¢ iddia ortaya atilmistir:

I. "Aralarinda asal iki sayidan en az biri tektir."
II. "Aralarinda asal iki sayinin toplami her zaman tektir."
III. "aile b aralarinda asalsa, aile b? de aralarinda asaldir."

a) L. iddia dogru mudur? Gerekcgelendiriniz.
b) II. iddia dogru mudur? Dogru degilse karsit 6rnek veriniz.
c) III. iddia dogru mudur? Asal ¢arpanlar Gizerinden gerekcelendirip bir 6rnek veriniz.

o a)I.iddia DOGRUDUR.
Varsayalim ki ikisi de cift olsun. O zaman her ikisi de 2'ye bolundur, yani 2 ortak bolendir:

EBOB(a, b) = 2

Bu, aralarinda asal olmalariyla (EBOB = 1) gelisir. Demek ki ikisi birden ¢ift olamaz; en az
biri tek olmak zorundadir v

Ornekler: (8,15) > 15tek v - (9,16) - 9tek v - (7, 13) = ikisi de tek v
Iddia "en az biri" dedigi icin ikisinin de tek oldugu durumlar da kapsanir.

e b) II. iddia YANLISTIR.

devami >
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m (cozlimdiin devami)

Toplamin tek olmasi icin sayilardan birinin tek, birinin ¢ift olmasi gerekir. Oysa
aralarinda asal iki sayinin ikisi de tek olabilir.

Karsit ornek: 3 ile 5
EBOB(3, 5) = 1 v aralarinda asaldirlar
3 + 5 = 8 > ¢ift x Iddia bozuldu.

Baska karsit ornekler: 7+ 9 =16 - 25+ 27 =52 - 11 + 13 = 24 — hepsinde sayilar
aralarinda asal, toplam cift.

Duzeltilmis iddia: "Aralarinda asal iki sayinin toplami, sayilardan yalnizca biri ciftse
tektir."

e ¢)III. iddia DOGRUDUR.

Gerekge: Bir sayinin karesi alindiginda yeni asal ¢carpan eklenmez; yalnizca var olan
asallarin Usleri iki katina cikar.

b =p*-qise b? = p? - g¥ olur. Yani b ile b?'nin asal carpan kiimeleri aynidir.

a ile b'nin ortak asal carpani yoksa, a ile b?'nin de olamaz — ¢lnku b? higbir yeni asal
getirmemistir v

Ornek:a=8veb =15

8 =2%ve 15 =3 -5 - aralarinda asal v

b? =152 = 225 = 32 . 52

8 = 2%ile 225 = 3% - 5% - ortak asal yok - aralarinda asal v

Ayni gerekceyle a? ile b? de, hatta a™ ile b" de aralarinda asaldir.

v Dogru Sonug: a) I dogru (ikisi de gift olsa 2 ortak olurdu) b) II yanluis; 3 + 5 = 8 ¢ift
c) III dogru; kare almak yeni asal carpan eklemez (8 ile 225)
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Bir "sayi atolyesi" etkinliginde 6grencilerden, verilen kosullari saglayan sayilar liretmeleri
isteniyor. Dikkat: Bir maddede kosulu saglayan sayi bulunmayabilir; dyleyse bunu
gerekcgesiyle yaziniz.

a) EBOB'u 1, EKOK'u 84 olan ve ikisi de 1'den bliylik iki dogal sayi.
b) 30 ile aralarinda asal olan, 30'dan biiyiik iki basamakli li¢ say1.
c) Ikisi de iic basamakli, ikisi de bilesik ve aralarinda asal olan iki say!.
d) Toplami 20 olan, aralarinda asal iki dogal say1.
e) Ikisi de cift olan ve aralarinda asal olan iki dogal say!.
e a) EBOB = 1 olduguna gore sayilar aralarinda asaldir ve EKOK g¢arpimlarina esittir:

X-y=84

84 =2%-3-7 - 3farkliasal > 23: 2 = 4 cift
Aralarinda asal ciftler: (1, 84), (3, 28), (4, 21), (7,12)

"Ikisi de 1'den biyik" kosulu (1, 84) ciftini eler. Geriye (3, 28), (4, 21), (7, 12) kalrr.

Cevap: 4 ve 21
Kontrol: 4 = 2%, 21=3-7 - ortak asal yok v EKOK =4 - 21=84 v

e b)30=2-3-5 - secilecek sayl ne 2'ye, ne 3'e, ne 5'e bolinmemeli.

30'dan buyuk iki basamakli sayilari tarayalim:

31> tek v,3+1=4 v, birler basamagi 1 v = uygun
33 = 3'e bollindr x - 35 = 5'e bolundr x

37 >tek v,3+7 =10 v = uygun

39 - 3'e bolundr x - 41 - uygun
Cevap: 31, 37 ve 41 (43, 47, 49, 53, 59 da olur)

Not: 49 = 7? asal degildir ama 30 ile aralarinda asaldir v

o c) Ikisi de bilesik ama ortak asal carpani olmayan {ic basamakli sayilar ariyoruz. En kolay
yol, farkli asallarin kuvvetlerini secmektir:

Cevap: 125 ve 128

125 = 52 - bilesik v | 128 = 27 - bilesik v

Asal carpan kimeleri {5} ile {2} -> kesismiyor - aralarinda asal v

Baska cevaplar: 121 (11?) ve 128 (27) - 243 (3°) ve 625 (5%) - 169 (13?) ve 512 (2°)
e d) Toplami 20 olan ciftleri yazip EBOB'larina bakalim:

(1,19) - EBOB =1v - (2,18) = ikisi de ¢ift x - (3,17) > v - (4,16) > x
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G (¢c6zlimiin devami)

(5,15) > ortak 5 x - (6,14) > x - (Z,13) > v - (8,12) > x - (9,11) > v
Cevap: 7ve 13 (3 ve 17,9 ve 1, 1 ve 19 da olur)
Bir dlizen: toplam ¢ift oldugu icin iki sayi da tek olmak zorundadir; ikisi de ¢ift olsaydi
EBOB en az 2 ¢ikardi.
e e) Boyle iki say1 YOKTUR.
Iki sayi da ciftse, her ikisi de 2'ye bdliiniir. Demek ki 2 bir ortak bdlendir:
EBOB(a, b) = 2

Aralarinda asal olmak EBOB = 1 demektir; EBOB en az 2 olduguna gore bu kosul hi¢bir
zaman saglanamaz.

Ayni gerekce daha genel olarak da isler: iki sayinin ortak bir asal carpani varsa
aralarinda asal olamazlar. "Ikisi de cift" demek, ortak asal carpanin 2 oldugunu bastan
sOylemektir.

v Dogru Sonug: a) 4 ve 21b) 31, 37, 41c) 125 ve 128 d) 7 ve 13 e) YOK — ikisi de ciftse
EBOB = 2
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