Tema 1- Sayilar ve Nicelikler

KONU ANLATIMI - CEVAPLI

Aralarinda Asal Sayilar

Kazamimlar: MAT.8.1.3. Iki dogal sayinin aralarinda asal olup olmadigini belirleyebilme ve aralarinda asal sayilari EBOB-
EKOK ile iligkilendirebilme
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8 Aralarinda Asal Sayilar Nedir?

Iki pozitif tam sayinin 1'den baska ortak bdleni yoksa bu sayilara aralarinda asal sayilar
denir.

Dikkat: Tanim ¢ift hakkindadir, tek tek sayilar hakkinda degil. "5 aralarinda asaldir"
denemez; "5 ile 18 aralarinda asaldir" denir.

m 8 ile 15 sayilarini inceleyelim.

8'in pozitif tam sayi boélenleri: 1,2, 4, 8
15'in pozitif tam sayi bélenleri: 1, 3, 5,15

Iki listede ortak olan tek sayi 1'dir. Baska ortak bélenleri yoktur.
Demek ki 8 ile 15 aralarinda asaldir v

En sik kanistirilan nokta: iki sayinin aralarinda asal olmasi icin sayilarin asal olmasi
gerekmez.

Yukaridaki 6rnekte 8 de 15 de asal degildir (8 = 2* 15 = 3 - 5). Buna ragmen
aralarinda asaldirlar; ¢clinkl aranan sey sayilarin kendi yapisi degil, ortak bir
bdlenlerinin bulunup bulunmadigidir.

Tersi de olur: 3 ile 9 sayilarindan 3 asaldir, ama 3 ikisinin de ortak bolenidir -
aralarinda asal degildirler.

1ile biitiin dogal sayilar aralarinda asaldir.
Cunku 1'in tek boleni kendisidir; herhangi bir sayiyla ortak bdlenleri yalnizca 1 olabilir.

Ornek: 1ile 36, 1ile 100, 1ile 7 — hepsi aralarinda asaldir.
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8 Nasil Anlariz? — Uc Kontrol Yolu

Iki sayinin aralarinda asal olup olmadigini ti¢ farkli yoldan
anlayabilirsin:

o

1. yol — Bélenleri listele. Iki sayinin da bélenleriniyazip1 (oo

disinda ortak olan var mi diye bak. Kiclk sayilarda hizlidir, v
buyuk sayilarda ¢ok uzar.

)
(-]
: —
2. yol — Asal carpanlarina ayir. Iki saylyi da asal ¢carpanlarina [o J
ayir; ortak bir asal carpan varsa aralarinda asal degildirler. En v
guvenilir ydontem budur. [Om N ]
3. yol— EBOB'u hesapla. EBOB 1 cikiyorsa aralarinda ° v
asaldirlar. Bu aslinda 2. yolun kisa yazilisidir. [ * ]

m o O Kestirme: ardisik sayilar ve ardigik TEK sayilar her zaman >
aralaninda asaldir
2. yolla iki ornek: i

24ile35:24=2%-3 ve 35=5-7 iki saylnjn aralarinda asal olup
olmadigina karar verme akis

Asal carpanlar {2, 3} ile {5, 7} — ortak asal yok semasl. Sayilar asal carpanlarina

- aralarinda asaldir v ayrilir; ortak bir asal garpan yoksa
sayllar aralarinda asaldir ve

18ile21:18 =2-3% ve 21=3-7 EBOB'lari 1, EKOK'lari

Her ikisinde de 3 var - aralarinda asal degildir carpimlaridir. Ortak asal ¢arpan

y varsa aralarinda asal degildirler.

EBOB(18, 21) = 3'tlr.

12 ile aralarinda asal olan sayilar (1-30)
@ 2 3 4 @ 6 @ 8 9
@ 12 @ 14 15 16 @ 18 20
@ 24 @ 26 27 28

1'den 30'a kadar olan sayilar tablosunda, 12 ile aralarinda asal olan sayilar yuvarlak icine alinmistir: 1, 5, 7, 11, 13, 17,
19, 23, 25, 29. Bunlar 12 = 2 - 2 - 3 sayisinin asal ¢arpanlari olan 2 ve 3'e bolinmeyen sayilardir.

10

21 22 30

Yukaridaki tabloda 12 ile aralarinda asal olan sayilar yuvarlak igine alinmistir. Aralarinda
secilme olcutu sudur:

12 = 2 - 2 - 3 olduguna gore 12'nin asal ¢carpanlari 2 ve 3'tur. Bir sayinin 12 ile ortak bdleni
olmamasl i¢in o sayinin ne 2'ye ne 3'e bolunmesi gerekir.

Yuvarlak icindekiler: 1,5, 7, 11,13, 17,19, 23, 25, 29 - hepsi tek ve hicbiri 3'Un kati degil v

Dikkat: 25 asal bir sayi degildir (25 = 5%) ama 12 ile aralarinda asaldir. Yine goriiyoruz ki asal
olmakla aralarinda asal olmak farkli seylerdir.
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Sik yapilan hata: Iki sayiyi asal carpanlarina ayirip ortak olmayan carpanlara
bakmak. Karar verdiren sey ortak olan bir asal carpanin bulunup bulunmamasidir.
45 = 3% - 5ve 28 = 2% - 7 > carpanlar tamamen farkli - aralarinda asal v
45 =3%2-5ve 35 =57 - 5ortak > aralarinda asal dedil x (ortak olmayan 32, 7
carpanlari karari degistirmez)

§ Aralarinda Asal Sayilar Icin Ozel Durumlar

1. Aralarinda asal olan iki sayinin EBOB'u 1'dir.

2. Aralarinda asal olan iki sayinin EKOK'u, bu iki sayinin ¢arpimina esittir.

3. Ardisik iki dogal sayl her zaman aralarinda asaldir.

4. Ardisik tek dogal sayilar da her zaman aralarinda asaldir.

5. Ardisik cift dogal sayilar aralarinda asal degildir; ortak carpanlari en az 2'dir.

@ 1ve 2. durum: 5 ile 18 aralarinda asaldir (5 asal, 18 = 2 - 32; ortak asal yok).
EBOB(5, 18) =1
EKOK(5,18) =5-18 = 90

3.durum: 17ile 18 - 25ile 26 - 2023 ile 2024 — hepsi aralarinda asaldir.

4. durum: 21ile 23 - 27 ile 29 — aralarinda asaldir.
(21 =3 -7 ve 23 asal; ortak carpanlari yok v)

5. durum: 8 ile 10 - ikisi de cift, 2 ortak bolendir - aralarinda asal degildir.
EBOB(8, 10) = 2'dir.

2. durum neden dogrudur? Altin bagintiyl hatirlayalim:
A - B = EBOB(A, B) - EKOK(A, B)

Aralarinda asal sayilarda EBOB = 1 olduguna gore:
A-B=1-EKOK > EKOK=A-B

Sezgisel aciklama: ortak asal carpan yoksa, ikisinin kati olabilecek en kli¢lk sayi biitiin
carpanlari icermek zorundadir — bu da carpimin kendisidir.

Sayi Cifti | Asal Carpanlari | Ortak Asal | Aralarinda Asalmi? | EBOB | EKOK

8ve15 2% -3-5 Yok Evet 1 120
4ve9 2% . 32 Yok Evet 1 36
16 ve 27 2% . 33 Yok Evet 1 432
9 ve 12 32.2%2-3 3 Hayir 3 36
18 ve 21 2:32.3:7 3 Hayir 3 126
55ve 77 5-M-7-M 1" Hayir g 385
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Sik yapilan hata: "Ardisik sayilar aralarinda asaldir" kuralini ardisik ¢ift sayilara da
uygulamak. 8 ile 10 ardisik ¢ift sayilardir ve aralarinda asal degildirler.
Kural yalnizca ardisik dogal sayilar (17 ve 18 gibi) ve ardisik tek sayilar (21 ve 23
gibi) icin gecerlidir.

8 Kesirlerle Baglanti: En Sade Hal

Bir kesrin en sade halde olmasi ile payinin ve paydasinin aralarinda asal olmasi ayni
seydir.

» Kesir en sade haldeyse pay ile payda aralarinda asaldir.

 Pay ile payda aralarinda asalsa kesir zaten en sade haldedir.

Cunku sadelestirme, pay ile paydanin ortak bolenlerine bolmektir. Ortak bolen 1'den
baska kalmadiginda islem biter.

m x ile y aralarinda asal sayilar olmak Uizere x/y = 2/3'tiir. x + y kactir?

2 ile 3 aralarinda asaldir, yani 2/3 zaten en sade haldedir. O halde:
x=2vey=3
X+y=2+3=5

Not: x = 4, y = 6 de x/y = 2/3 verir; ama 4 ile 6 aralarinda asal degildir (ortak
bélen 2). Sorudaki "aralarinda asal" kosulu, cevabi tek bir gifte indiriyor.

CIIED xile y aralarinda asaldir ve x/y = 14/20'dir. y - x kagtir?

14/20 kesri en sade halde degildir; 14 ile 20'nin ortak boleni 2'dir. Sadelestirelim:
14/20 = 7/10

7=7vel10 =2-5 - ortak asal yok - aralarinda asal v
x=7ve y=10
y-x=10-7=3

Sik yapilan hata: Kesri sadelestirmeden x ve y'yi okumak. 14/20 i¢in dogrudan x =
14, y = 20 demek yanlstir; ¢clinkt 14 ile 20 aralarinda asal degildir ve soru bunu sart
kosmustur.

Kural: "aralarinda asal" ifadesini gérdigun anda kesri en sade haline getir.
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§ x:yve x +y Problemleri

Bu soru tipinde x - y carpimi verilir, X ile y'nin aralarinda asal oldugu sdylenir ve x + y'nin en
biylik ya da en kuglik degeri istenir.

Cozum u¢ adimdir:

1. Carpimin butln carpan ciftlerini yaz.

2. Aralarinda asal olmayan ciftleri ele.

3. Kalanlar arasinda toplami en buyuk/en kiclk olani sec. Toplam, carpanlar birbirinden
uzaklastikca biiylir, yaklastikca kicullir.

€I xiley aralarinda asaldir ve x - y = 40'tir. x + y en biiyiik kactir?

1. 40'In carpan ciftleri:1-40 - 2-20 - 4-10 - 5-8
2. Aralarinda asal olanlari secelim:
e1ve40 > EBOB=1v

e 2 ve 20 - ikisi de cift, EBOB = 2 x

» 4 ve 10 - ikisi de ¢ift, EBOB = 2 x

e 5ve 8 > 5ile 23 ortak asal yok v

3. Toplamlar: 1+ 40 =41 ve 5+8 =13

X + Yy en buyuk = 41

CIIED xiley aralarinda asaldir ve x - y = 84'tiir. x + y en kiiciik kagtir?
84 = 2%-3-7'nincgarpanciftleri:1-84 - 2-42 - 3-28 - 4-21-6-14 - 7-12

Aralarinda asal olanlar:
elve84 v | 2ved2 x (ikisidecift) | 3ve28 v | 4ve21v
6 ve 14 x (ikisi de cift) | 7ve12 v

Toplamlar: 85 - 31 - 25 - 19
x +y en kicik =19 (7 ve 12)

Bir diizen fark ettin mi? Aralarinda asal ciftlerde, her asal ¢arpan butuniyle bir tarafa gider;
bolinmez.

84 = 22 - 3 - 7'de lc farkl asal vardir: 22, 3 ve 7. Her birini x'e ya da y'ye vermek lizere 2 -2 - 2
= 8 dagitim vardir; x ile y'nin yerleri degistirilince ayni gift tekrarlandigi igin 8 : 2 = 4 farkl ¢ift
kalir v Gercekten de 4 cift bulduk.

Genel kural: n farkli asal ¢arpani olan bir sayinin aralarinda asal ¢arpan c¢ifti sayisi 2" : 2'dir.
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§ Etkinlikler

8. Sinif Matematik

Vs

-

ETKINLIK 1

Asagidaki ifadelerden dogru olanlarin yanina "D", yanlis olanlarin yanina

"Y" yaziniz.

a) Y Iki sayinin aralarinda asal olmasi icin ikisinin de asal sayi olmasi gerekir.

b) D 1ile butin dogal sayilar aralarinda asaldir.

c) D Aralarinda asal iki sayinin EBOB'u 1'dir.

d) D Aralarinda asal iki sayinin EKOK'u, bu sayilarin ¢arpimina esittir.

e) D Ardisik iki dogal sayi her zaman aralarinda asaldir.

f) :’:Y:,‘- Ardisik iki ¢ift dogal sayl her zaman aralarinda asaldir.

g) D Ardisik iki tek dogal sayi her zaman aralarinda asaldir.

h) (D 8ile 15 aralarinda asaldir.

1) Y 3ile 9 aralarinda asaldir.

i) :’:D:,‘- Bir kesir en sade haldeyse payi ile paydasi aralarinda asaldir.

j) D Aralarinda asal iki sayidan en az biri tek sayidir.

k) :’:Y:,‘- 25 ile 12 aralarinda asal degildir, cunkd 25 asal bir sayi degildir.

.
Asagidaki tabloda bos birakilan yerleri doldurunuz.

‘:f{: Qa::::larl og:rpgzal Aralarrl:l("?a fesl EBOB | EKOK
4ve9 2%2ve 32 Yok Evet 1 36

16 ve 27 2%ve 3° Yok Evet 1 432

18 ve 25 2-3%ve5? Yok Evet 1 450

8 ve 125 23ve5? Yok Evet 1 1000

12 ve 20 22.3ve2*-5 2 Hayir 4 60

45 ve 35 32.5ve5:7 5 Hayir 5 315

21ile 22 3:7ve2-1 Yok (ardisik) Evet 1 462
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a)

c)

e)

)]

p
Asagidaki sayi ciftlerinin aralarinda asal olup olmadigini belirleyiniz.
Aralarinda asal degilse ortak asal ¢carpanini yaziniz.

6 ile 7 Aralarinda ASAL v (ardisik b) 9ile 12 DEGIL x - ortak asal carpan 3
sayilar) (EBOB = 3)
1ile 15 Aralarinda ASAL v (11asal, 15 d) 22ile 25 Aralarinda ASAL v (2 - 11ile
=3-:5; 1, 15'i bolmez) 52; ortak asal yok)
27 ile 28 Aralarinda ASAL v (ardisik f) 33ile 35 Aralarinda ASAL v (3 - 1lile
sayilar) 5 - 7; ardisik tek sayilar)
7 ile 63 DEGIL x - 63 = 32- 7, ortak h) 55ile 77 DEGIL x > 5-1ile7 -1,
asal carpan 7 (EBOB = 7) ortak asal ¢arpan 11 (EBOB = 11)
45 ile 46 Aralarinda ASAL v (ardisik i) 18ile 24 DEGIL x > 2-32ile 23- 3,
sayilar) ortak asal carpanlar 2 ve 3 (EBOB = 6)

a)

b)

c)

d)

e)

f)

g)

Asagidaki sorulari ¢coziiniz. x ile y her maddede aralarinda asal pozitif tam
ETKINLIK 4

sayilardir.

x/y = 3/5ise x + y kactir? 3ile 5 aralarinda asaldir, kesir en sade haldedir > x =3,y =
5>x+y=8

x/y = 24/36 ise y - x kactir? EBOB(24,36) =12 > 24/36=2/3 >x=2,y=3>y-X=
1

X -y =36 ise x +y en blylk kactir? Ciftler:1-36 v, 2:18 x,3:12 x,4:9 v,6:6 x >
toplamlar 37 ve 13 - en biiylik 37

x -y =36 ise x +y en kiguk kactir? Aralarinda asal ciftler 1-36 ve 4-9 - toplamlar 37
ve 13 - en kiicuk 13

x -y =100 ise kosulu sadlayan kag farkli (x, y) cifti vardir? (x <y) 100 =2%2-52 > 2
farkli asal > 22 : 2 = 2 ¢ift. Bunlar (1, 100) ve (4, 25)'tir.

EKOK(x, y) =143 ve x < y ise x + y kactir? Aralarinda asal olduklariicin EKOK = x -y =
143=1-13.x=1,y =13 > x +y = 24 (1ve 143 de olur > 144)

Iki basamakli 3A sayisi ile 10 aralarinda asal olduguna gdre A'nin alabilecegi degerlerin
toplami kacgtir? 10 = 2 - 5 - sayi ne 2'ye ne 5'e bolinmeli, yani tek ve birler basamagi
5 olmamali. 31, 33, 37, 39 v (35 elenir) > A {1, 3,7, 9} > toplam 20
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Asagidaki kosullar saglayan sayilari bulunuz ve seciminizi
gerekcelendiriniz. Bazi maddelerde kosulu saglayan sayi bulunmayabilir;
oyleyse bunu gerekcesiyle yaziniz.

a) Ikisi de bilesik (asal olmayan) ve aralarinda asal olan iki sayi. Ornegin 8 ve 9 > 2%ile
32, ortak asal yok > EBOB =1 v (4 ve 25, 9 ve 16, 27 ve 35 de olur)

b) 20 ile aralarinda asal olan, 20'den buylk ve iki basamakl li¢ sayl. 20 =2%-5 - sayl ne
2'ye ne 5'e béliinmeli. Ornegin 21, 23, 27 v (29, 31, 33, 39 da olur)

c) EBOB'u 1, EKOK'u 60 olan iki dogal sayi. Aralarinda asal olduklarii¢in x - y = EKOK =
60. Aralarinda asal ciftler: (1, 60), (3, 20), (4, 15), (5, 12) v Ornegin 4 ve 15.

d) Ikisi de CIFT olan ve aralarinda asal olan iki sayl. YOKTUR. Ikisi de ciftse 2 her ikisini
de boler, yani 2 ortak bélendir - EBOB = 2. Aralarinda asal olmalari imkansizdir.

e) Kendisiile 24 aralarinda asal olan, 24'ten kiiciik EN BUYUK sayi. 24 = 23- 3 - sayine
2'ye ne 3'e boliinmeli. 23'ten geriye dogru: 23 tek ve 3'ilin kati degil v - cevap 23

f) xiley aralarindaasal, x -y =30 ve x + y = 11 olan x ve y sayilari. 30'un aralarinda asal
ciftleri: (1, 30), (2, 15), (3, 10), (5, 6). Toplamlar1 31,17,13,11 > x =5,y = 6 v (ardisik
olduklari icin zaten aralarinda asaldirlar)

-

§ Konu Ozeti

Iki pozitif tam sayinin 1'den baska ortak béleni yoksa bu sayilar aralarinda asaldir.
Bunun igin sayilarin kendilerinin asal olmasi gerekmez (8 ile 15 gibi) ve asal
olmalari da yetmez (3 ile 9 gibi). En givenilir kontrol yolu ikisini de asal
carpanlarina ayirip ortak asal aramaktir; ortak asal yoksa EBOB =1 ve EKOK = iki
sayinin carpimidir. Ardisik sayilar ve ardisik tek sayilar her zaman aralarinda
asaldir; ardisik cift sayilar ise asla degildir (2 her zaman ortaktir). Bir kesrin en
sade halde olmasi ile pay ve paydasinin aralarinda asal olmasi ayni seydir —
"aralarinda asal" ifadesini gérdugunde kesri mutlaka sadelestir. Son olarak x - y
verilip x + y sorulan sorularda énce butln ¢arpan c¢iftleri yazilir, aralarinda asal
olmayanlar elenir; toplam, ¢carpanlar uzaklastik¢a biiylir, yaklastikca kuiculiir.
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